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Hypothese

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.
On considere n,m, p € N*,
E F,G désignent des K-espaces vectoriels de dimension finie.
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Matrices et applications linéaires

1 Matrice associée a un morphisme

1.1 Matrice d'un vecteur, d’'une famille de vecteurs

Définition 17.1 (Matrice d’'un vecteur)

n
Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Soit x € E qui s'écrit x = Z xyex dans la base B. On appelle matrice
k=1

de x dans la base B3, la matrice colonne notée

X1
X2

Matp(x) := : € M, 1(K)

Xn

Autrement dit, Matg(x) est la matrice colonne constituée des coordonnées de x selon la base 5.

Exemple 1. Dans R?, si on note B. = ((1,0), (0, 1)) la base canonique, alors la matrice du vecteur x = (2,3) dans
B, est

Matg, (x) =

Exemple 2. Soit 3= ((1,1),(1,—1)) une base de R?. donner la matrice du vecteur x = (2,3) dans B.
On cherche les coordonnées de x selon 3 :

x=(23)=  (1,0)+ (1,-1)

et donc
Matg (x) =

Définition 17.2 (Matrice d’'une famille de vecteurs)

Soit B = (ey,...,e,) unebase de E, et (cy, ..., c,) une famille quelconque de vecteurs de E. On appelle
matrice de (cy,...,¢,) dans la base B la matrice dont la j-iéme colonne est Matg(c;), c’est-a-dire :
Matg(ci,...,cn) = | Matg(c;)  Matg(c2) - Matg(cn) | € Mpn(K)
Ainsi, le coefficient d’indice (i, j) de Matg(ci,...,c,) estle i-ieme coefficient de Matg(c;). C’est donc 'unique

scalaire a;; € K tel que
Cj: ()el++aljel++()en

Exemple 3. Dans R?, si on note B, la base canonique, alors la matrice de la famille 7 = ((2,3), (4,5), (6,7)) dans
B, est

Matp, (./T ) =
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1.2 Matrice d’'une application linéaire

Dans la suite, siC = (cy, ..., cy) est une famille quelconque de vecteurs de E, on note

u(C) := (u(cr),...,u(cm))

Définition 17.3 (Matrice d'une application linéaire)

Soit Bg = (ey,...,e,) une base de E, et Br = (fi,...,f,) une base de F. Soit u € L(E,F). On appelle
matrice de u dans les bases Bg et Br la matrice de u(Bg) dans la base By, notée

MatBFBE (u) = Matg, (u(Bg))
= Math (u(e1 ), e ,Ll(en))

_ | Matg, (u(er) Mats,(u(es)) - Matg, (u(en)) | € Mya(K)

Remarque. Moyen mnémotechnique : lorsqu’on écrit MatBFB £ (u), il faut se dire que la base B est “a gauche” et
la famille u(Bg) est “en haut”. Notamment :

. MatBFB “(u) a autant de lignes que le cardinal de B, ici p.

. MatBFBE (u) a autant de colonnes que le cardinal de B ou de u(Bg), icin.

Exemple 4. On consideére u(x,y,z) = (2x+ 5y, —x+ 15z). Déterminer la matrice Mat Be(w),ouB=((1,2),(-2,1))
et 3. est la base canonique de R3.

Définition 17.4 (Matrice d'un endomorphisme dans une base)

Soit B une base de E et u € L(E). On appelle matrice de u dans la base B la matrice

Matg(u) := Maty 5(u) = Mat (u(B))
Avec B = (ey,...,e,), onadonc

Matg(u) = Matg(u(ei), ... u(e,))

Matg(.u(el)) Matg.(u(ez)) Maté(u(en)) € M,(K)
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Exemple 5. Pour toute base B = (ey,...,e,) de E, la matrice de idg dans la base B est

MatB.( ) Matz:s( ) Matz;j‘( )
donc Matg(idg) =

Exemple 6. On consideére E = R3[X] avec pour base B = (1,X,X?,X?). Soit u € L(E) défini par u(P) = P’. Alors

Donc la matrice de u dans la base BB est :

Proposition 17.5 (Calcul de u(x) avec des matrices)

Soit Bg, Br des bases respectives de E, F etu € L(E, F). Alors

Matg, (u(x)) = Mat,, °F (u) Matg, (x)

Exemple 7. Si on reprend I'exemple précédent, prenons P = X> +2X> + 1 et calculons sa dérivée par la méthode
matricielle (ici B = Br = B) :

Matg(u(P)) = Matg(u) x Matp(P)

1.3 Opérations avec les matrices associées

4/18
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Théoréme 17.6 (Matrice de u + v, de Au)

On suppose que dimE = n etdimF = p, avec Bg, Br des bases respectives de E, F. Alors 'application

®: L(E,F) = M, ,(K)

u— MatBFBE (u)

est un isomorphisme d’e.v.

En particulier, pour tous u,v € L(E,F)etA € K,ona
M BE _ BE BE
atg “* (ou+ PBv) = aMaty ~* (u) + BMatg ~* (v)
Mat, F (Au) = AMaty °F (u)
MatBFBE(u) = MatBFBE (V) <= u=v

Remarque. A noter que I'application ® dépend du choix des bases Bg, Br. Il faut donc absolument que ce soient
les mémes bases Bg, Br qui apparaissent a chaque “Mat”.

Remarque. Le théoréme (re)démontre en particulier que L£(E, F) est de dimension finie avec

dimL(E,F) =dimM,,(K) =np = dimE x dimF

Théoreme 17.7 (Matrice de v o u)

Soit Bg, Br, B des bases respectives de E, F,G. Soitu € L(E,F) etv € L(F,G). Alors

Maty, F (vou) = Maty, " (v) x Mty " ()

Théoreme 17.8 (Matrice de u l)

Soit B, Br des bases respectives de E, F. Soitu € L(E, F). Alors u est bijective si et seulement si la matrice
MatBFB £ (u) est inversible. Si tel est le cas, alors

1
MatBEBF ()= (MatBFBE(u)>

Démonstration. Comme u est unisomorphisme, E et F' ont méme dimension et on peut poser n =dimE =dim F.
De plus, par le théoréme précédent, on a

Maty;, ™" (u™") x Maty, ™ (1) = Mat * (u™" ou) = Matp, (idg) =1,

De méme, on montre que
B Br(, ~1
Maty ~* (u) x Matg " (u™") =1,

donc Mat, B (1) est inversible d’inverse Mat, Br 1. O
F E
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1.4 Reformulation pour les endomorphismes

Onreformule les résultats obtenus en section 1.3 dans le cas E = F': dans ce cas on prend quasi-systématiquement
la méme base B = B = Bp. Soit donc B une base de E. Soit u,v € L(E) etx € E. On note

U:=Matg(u) V:=Matg(v) X :=Matg(x)

Matg( | u(x) |) = Matg(«) Matg(x) =[UX |

Yo, B €K Mats(| au+ Bv|) = aMats(u) + BMats(v) = | aU + BV |

Matp([vou]) = Matg(v) Matg(u) =

u € GL(E) ssiU € GL,(R) etalors :
Mats( [u~!]) = (Mats () ™' =

2 Morphisme canoniquement associé a une matrice

| Définition 17.9 |

Soit A € M, ,(K). On appelle morphisme canoniquement associé a A I'unique application linéaire
uy € L(K" KP) telle que

A= MathB" (MA)

ol B, et B, sont les bases canoniques respectives de K" et K”. (notation non officielle pour B, B,)

Remarque (Identification K"-M,, | (K)). Pour tout n € N¥, il est tres courant d’identifier K" et M,, | (K). Un
vecteur x € K" peut donc s’écrire de deux manieres :

X1
x=(x1,...,x = = Matg, (x) avec B, la base canonique de K"
identification
Xn
Ne pas confondre x avec la matrice ligne ( X1 o Xy ), ol il n'y a pas de virgule. Muni de cette identification,
on peut par exemple écrire que
Uap K — K?
avec X = :
X —AX
Xn

Définition 17.10 |

SoitA € M, ,(K) et uy € L(K",K”) son morphisme associé. On définit
e Lenoyau de A par KerA := Ker (u4) : c’est donc un s.e.v. de K" = M, ; (K).
e L'image de A parImA :=1Im (uy) : c’est donc uns.e.v. de K” = M, ; (K).
e LerangdeA parrgA :=rguy = dim(Imuy) = dim(ImA).
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Proposition 17.11 (Caractérisations de Ker A et Im A)

SoitA € M, ,(K),X e K"etY € K.
X € KerA <= AX =0

YeImA < X K" AX=Y

Proposition 17.12

SoitA € M,,(K) une matrice carrée. Alors

AeGL,(K) <= KerA={0} <<= ImA=K' <<= 18A=n

Démonstration. Comme A € M,,(K), son morphisme associé est un endomorphisme : u4 € £(K"). D'une part,
on avu en section 1.4 que A € GL,(K) si et seulement si uy € GL(K").

D’autre part, comme uy : K" — , les dimensions des espaces de départ et d’arrivée sont égales. Alors, on a
vu au chapitre précédent que :

uy estinversible <= Keruy = {0 <— Imuy=|K"| <= rgus=dim/K"|=n
{0} K"
=Ker A =ImA =rgA

3 Retour sur les systémes linéaires

Soit B € K” etA € M, ,(K). On considére un systéme linéaire sous écriture matricielle :
(§): AX=B d’inconnue X € K"

ainsi que le systeme linéaire homogene associé :
(Sp): AX =0 d’inconnue X € K"

Enfin, on note S et Sy les ensembles de solutions de () et (Sp) respectivement.

3.1 Casgénéral

Tout découle de la Proposition 17.11 :
e Les solutions du systeme (Sp) sont exactement les vecteurs du noyau de A :

So = KerA
e Le systeéme (S) est compatible (i.e. admet une solution) si et seulement si B est dans I'image de A :
S+ @ < BelmA
e Lorsque B € ImA, étant donné X, € S une solution particuliere quelconque de (S), on a
S = Xpart + S0 = {Xpar + Xu | Xu € So}
XesS <<— 3IXyes X = Xpart +Xn

On remarquera que S est un s.e.v. de K". Si Sp = {0}, ona § = @ (si B ¢ ImA) ou S = {X,,.r} (si B € ImA).
Autrement dit, si So = {0}, il y a unicité de la solution (mais pas forcément existence).
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3.2 Cas particulier: p = n et A inversible

Proposition 17.13

SiA € M, (K) est une matrice carrée inversible, on dit que AX = B est un systeme de Cramer.
11y a alors existence et unicité de la solution : elle est donnée par X = A~ 'B.

Démonstration. Immédiat, mais voici un éclairage intéressant de ce qu’on a vu plus haut. Comme A est inversible,
ona:

e KerA = {0}, donc Sy = {0}. La solution, si elle existe, est unique.
e ImA = K", donc on a toujours S # &. La solution existe.

Ainsi, il y a existence et unicité de la solution de AX = B. On remarque que X = A~!B convient.

3.3 Utilisation de systémes linéaires pour trouver noyau et image

Méthode (Recherche de noyau et/ou image d’'une matrice ou d’'un morphisme)

Bien regarder la méthode sur les exemples qui suivent (également vue en TD).

Exemple 8. Déterminer le noyau et 'image de

2 -1 =2
A= 0 1 O
1 -1 -1

8/18
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Exemple 9. Déterminer le noyau et 'image de u(x,y,z) = 2x—y—2z,y,x —y —2).

4 Changements de base

4.1 Matrices de passage

On a vu aux exemples 2 et 4 qu’il n’est pas facile d’écrire la matrice d'un vecteur ou d’'une application linéaire
d’'une base a une autre.

Définition 17.14 |

Soit B, B’ deux bases de E. On appelle matrice de passage de B 4 B’ la matrice notée

Pg B :=Maty P (idg) = Matg(B')

SiB = (é},...,e,), onadonc
/
Pz B =Matg(e,....e)

€y

Attention a I'ordre ! ! La matrice de passage de B a B’ est Matg(B'). Celle de B’ a B est Matg (B).

Remarque. La matrice de passage d’'une base canonique B, a une base quelconque B, cad Py B est tres facile a
calculer :

Exemple 10. On pose B = ((1,2,3),(2,3,4),(3,4,4)) et B, la base canonique. Déterminer la matrice de passage
de B. a B.
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< . /
A noter : une matrice de passage est toujours carrée. Si on note n = dimFE, alors Py B e M, (R).

Proposition 17.15

Soit B, B’ deux bases de E, etn = dimE. Alors Py B ¢ GL,(R) et

A —1
(PBB) :PB/B

Exemple 11. (suite de I'exemple précédent) Calculer Py Be,

4.2 Changements de base

Proposition 17.16 (Changement de base pour un vecteur)

Soit B, B’ deux bases de E. Alors
Matg(x) = Pg e Mat (x)

Exemple 12. Soit 5=((1,2,3),(2,3,4),(3,4,4)). Déterminer la matrice du vecteur x = (1, —1,0) dans la base 5.
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Proposition 17.17 (Changement de bases pour un morphisme)

Soit B, B’ deux bases de E et C,C’ deux bases de F. Soitu € L(E,F). Alors

Matc, B,(M) = PC’ ¢ Matc B(M) PB B

Si on pose A’ = Mat, 5 (), A = Mate B(u), P = Pz B et Q = P, €, cette relation se réécrit

A = QAP

Proposition 17.18 (Changement de base pour un endomorphisme)

Soit B, B’ deux bases de E et u € L(E). Alors

Matg (1) = Pg ® Matg(u) Ps &

Sion pose A’ = Matg (1), A = Matp(u) et P = Py B cette relation se réécrit

A =P lAP

Exemple 13. On considere B = ((1,2,3),(2,3,4),(3,4,4)), et
4x+4y+4z
ulx,y,z) = —6x—Ty—8z
3x+4y+5z

Déterminer Matg(u). En déduire que u est un projecteur, et déterminer ses éléments caractéristiques.

G. Peltier
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4.3 Matrices équivalentes et opérations élémentaires

Définition 17.19 (Matrices équivalentes)

SoitA,A" € M,, ,(K). On dit que A’ est équivalente a A s'il existe P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que

A' = QAP

On trouve aussi une formulation alternative : A’ est équivalente a A s'il existe P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles
que
A =07 'AP

Remarque. Soitu € L(E,F) etA,A’ deux matrices qui représentent u dans des bases différentes (par exemple
A =Mat, B(u) et A’ =Mat,, © (u)). Alors A et A’ sont équivalentes, cf Proposition 17.17.

Proposition 17.20

Pl

La relation “étre équivalente a” est une relation d’équivalence sur M, ,(K).

Démonstration. SoitA,B,C € M, ,(K). Montrons successivement la réflexivité, la symétrie et la transitivité de
cette relation.

e OnaA=1, 'AI, donc A est équivalente 2 A.
e SiB est équivalente a A, alors il existe P € GL,(K) et O € GL,(K) telles que B = QAP. Alors,
A=Q 'BP' =Q'BP
avec Q' := Q' € GL,(K) et P := P~' € GL,(K). Donc A est équivalente a B.
e SiA,Bsont équivalentes et B,C le sont aussi, alors il existe P, P, € GL,(K) et 01,0, € GL,(K) telles que
B=0AP, et C=0,BP,
D’olu
C=001APP, = (0102)A(PP)
etonabien 010, € GL,(K) et PP, € GL,(K). Ainsi, C est équivalente a A.
O
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Définition 17.21 (Matrices de dilatation, permutation, transvection)

On se place sur 'ensemble M,,(K). On appelle :

e Matrice de dilatation toute matrice de la forme

1

Di(u) := ligne i u € GL,(K) avec u € K*

col.i

e Matrice de permutation toute matrice de la forme

ligne i 0 1
1
B 5 e € GL,(K) aveci# j
1
ligne 1 0
0 1
col. i col. j

e Matrice de transvection toute matrice de la forme

ligne i 1 A
Tij(A) = € GL,(K) aveci£j et ALeK
ligne j 1
0 !
col. i col. j

On peut vérifier que toutes ces matrices sont bien inversibles :
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Lemme 17.22 (Op. élémentaires et matrices équivalentes)

SoitA € M, ,(K).

e Une opération élémentaire sur les lignes de A revient a multiplier A a gauche par une matrice :

| Opération élémentaire sur A | Ecriture matricielle |

L; +— [JL,‘ D,(,u) XA
L; (—)Lj P,‘J XA
L Li+AL; T;j(A) xA

e Une opération élémentaire sur les colonnes de A revient a multiplier A a droite par une matrice :

Opération élémentaire sur A | Ecriture matricielle |

C,' — [JC,' A XD,'([J)
C,'(—>Cj AXP,"J'
Ci<—ci+le AXTi,j()v)

Proposition 17.23

SoitA,B € M, ,(K). Si B est une matrice obtenue a partir d'opérations élémentaires sur les lignes et/ou
les colonnes de A, alors les matrices A et B sont équivalentes.

Démonstration. Supposons que B soit obtenue a partir de A en ayant fait :

e ropérations sur les lignes dont on note L, ..., L, les matrices associées (a 'opération n°1, n°2, ..., n°r).
e s opérations sur les colonnes dont on note Cy, .. .,Cs les matrices associées (al’opération n°1, n°2, ..., n°s).
Alors

B=L,---LiAC,---Cs

EnposantQ =L, --L; € GL,(K) etP=C;---C;s € GL,(K), onadonc B= QAP.D’ou A et B sont équivalentes.
O

4.4 Résultats théorique sur le rang

Proposition 17.24

Si deux matrices sont équivalentes, alors elles ont le méme rang.

Démonstration. SoitA’,A € M, ,(K) deux matrices équivalentes. Alors
A’ = QAP
et donc, en notant B3, et 3, les bases canoniques de K" et K”, en notant ¢, u, p les endomorphismes canonique-

ment associés a Q,A, P respectivement,
/ By
A’ =Maty (qouop)

Or, comme Q, P sont inversibles, g, p aussi. Alors :

rgA’ =rg(gouop) par définition du rang de A’
=rgu car g, p sont des isomorphismes
=r1gA
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ol, pour la deuxiéme égalité, on a utilisé la propriété 16.29 du chapitre précédent. O

Définition 17.25 |

On se place dans I'ensemble M, ,(K). Pour tout r € N tel que 0 < r < min(n, p), on pose

r colonnes

r lignes - O

Jy = € Mpa(K)

La matrice J, vérifie rgJ, = r (on le montrera dans la section suivante).

Proposition 17.26

SoitA € M, ,(K) et r =1g(A). Alors A est équivalente a J,.
En particulier, étant donné u € L(E, F) de rang r, il existe une base Bg de E et une base Br de F telles
que MatBFBE (u) =J,.

Heuristique de la preuve. On fait des opérations élémentaires sur A pour arriver a une matrice Jg. Par opérations
sur les lignes on peut mettre la matrice A sous forme échelonnée réduite et mettre tous ses pivots a 1. Par
permutation de colonnes, on peut disposer tous les pivots le long de la “diagonale”. Ainsi A est équivalente a une
matrice de la forme

0 =« »

0 0

Ensuite, on peut faire des opérations sur les colonnes pour éliminer les étoiles restantes. On arrive donc a une
matrice de la forme J avec 0 < R < min(n, p). Comme A et Jg sont équivalentes, elles ont le méme rang, ainsi
r=1g8A =1gJr = R.D’'ou R = r et A est équivalente a J,. O

Corollaire 17.27 |

SoitA,B € M, ,(K). Alors A, B sont équivalentes, si et seulement si A, B ont le méme rang.

Démonstration. Sens direct : cela découle de la Proposition 17.24. Sens réciproque : si » = rg A = rg B, alors par
ce qui précede A et B sont toutes deux équivalentes a J,, donc A et B sont équivalentes par transitivité. O
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4.5 Calcul pratique du rang

| Méthode |

Pour calculer le rang de A, on peut faire des opérations sur les lignes et/ou les colonnes pour se ramener a
une matrice de la forme J,, mais il y a diverses techniques pour ne pas avoir besoin d’aller jusque-la :

o Sion met la matrice A sous forme échelonnée, alors rgA est égal au nombre de pivots.

e Aprés opérations sur les lignes et/ou colonnes, on peut reconnaitre que les vecteurs colonnes
engendrent un s.e.v. de dimension r : alors rgA = r (cf Lemme 17.28).

e Aprés opérations sur les lignes et/ou colonnes, on peut reconnaitre que les vecteurs lignes en-
gendrent un s.e.v. de dimension r : alors rg A = r (cf Corollaire 17.30).

Lemme 17.28 |

SoitA € M, ,(K) une matrice dont on note Cy, .. .,C, les vecteurs colonnes qui la constituent :
A=| C C - Cy

Alors rgA = dimVect(Cy,...,Cp).

Démonstration. Soit uy : K" — K” le morphisme canoniquement associé a A. Alors en posant (ey, ..., e,) labase
canonique de K", on a par définition de uy :

uA(el) =C MA(en) =Cy
Alors, comme (ey,...,e,) est une base de E,
rgA =rguy = dimVect (ua(ey),...,ua(e,)) =dim(Cy,...,Cy)
Lemme 16.27

Exemple 14. La matrice J, définie plus haut est de rang r. En effet :

Proposition 17.29

SoitA € M, ,(K). Le rang de A est égal a celui de sa transposée : rgA = rgA’.
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Démonstration. Soit r = 1gA. Alors A est équivalente a une matrice J, € M, ,(K) : il existe Q € GL,(K) et
P € GL,(K) telles que
A=QJ,P

En passant a la transposée, on obtient
AT=PTJT0Q"
r
Et comme P, Q sont inversibles, PT, QTaussi. Ainsi, A" est équivalente a J,T .Or, JrT est une matrice de forme

r colonnes

rlignes N O

J = € M, p(K)

0 0

et on montre que rngT — r. Par équivalence de matrices, rgA' =rg J,T =r=r1gA. O

Corollaire 17.30 |

SoitA € M, ,(K) une matrice dont on note Li,...,L, les vecteurs colonnes qui la constituent :
L
L,
A= )
L,
Alors rigA = dimVect(Ly,...,Lp).

Démonstration. OnargA = rgAT. Or,
A= L L - L,

D’ott1gA = dimVect(Ly,...,L,) parle Lemme 17.28. O

Exemple 15. Soit a,b € R. Déterminer le rang de

Q W=
S AW
Q L bW

G. Peltier 17/18



Matrices et applications linéaires

18/18 G. Peltier



	Matrices et applications linéaires
	Matrice associée à un morphisme
	Matrice d'un vecteur, d'une famille de vecteurs
	Matrice d'une application linéaire
	Opérations avec les matrices associées
	Reformulation pour les endomorphismes

	Morphisme canoniquement associé à une matrice
	Retour sur les systèmes linéaires
	Cas général
	Cas particulier : p=n et A inversible
	Utilisation de systèmes linéaires pour trouver noyau et image

	Changements de base
	Matrices de passage
	Changements de base
	Matrices équivalentes et opérations élémentaires
	Résultats théorique sur le rang
	Calcul pratique du rang



